David Angel Huallata Choque

Desigualdades
Nociones de desigualdad. Se conoce con el nombre de desigualdad a toda proposiciéon donde aparece la
relacion 7 <7 (es menor que) o cualquiera de las relaciones: ” > " (es mayor que), ” <” (es menor o igual
que) y 7 =7 (es mayor o igual que) definidos de la manera siguiente para a,by c € R

(1) Si a>0 = a es positivo

(2) Si a<0 = a es negativo

(3) Si a>b = a— b es positivo

(4) Si a<bd —> a — b es negativo

(5) Si a<b = a<bva=hb

(6) Si a=b = a>bva=hb

(7) Si a<zxz<b = (a<b) A(b<c)

8) Si a<z<b = J[a<b A (a<c vb=c)]

En particular las relaciones a < by a > b se llaman desigualdades estrictas, mientras que a < by a > b se
llaman desigualdades no estrictas.
Inecuaciones. Una incuacion es toda desigualdad condicionada que contiene una o mas cantidades descono-
cidas (x,y, z, ...) llamados variables (incognitas), y que solo es verdadera para determinados valores de dichas
variables. Las inecuaciénes de una varible son proposiciones que tienen la forma:
p(z) <0, p(z) >0, p(z) <0, p(z) =0
por la solucién de una inecuacién entendemos al conjunto de todos los niimeros, cada uno de los cuales, el
reemplazar la variable , hace verdadera la desigualdad.
Inecuaciones lineales. Una inecuaciéon lineal o de primer grado, en una variable z, es una desigualdad de
la forma:
ar+b>0yar+b<0
Lan técnica para resolver una inecuacion lineal es muy censilla y analoga a la solucién de una ecuacion lineal
con una incognita.
Hallar el conjunto solucién de las siguientes inecuaciones:
1. 3(x —5)—4(4—3z) 2 2(7T—x) — 3(z — 5)
Solucion:
3(x—5)—4(4—-3z) =22(T—x)—3(x—5)
3r—15—-16+ 122 > 14 — 22 — 3z + 15
15z — 31 >29-5x
15z + 5z = 29 + 31
=

20z = 60
>60
Y290
=3
3<zr<ow
>
—0 3 0
re(B<x <)
4dr—1 2z—-3 55—z x+15
2. < — +
4 2 3 6
Solucion:
dr—1 2x—3 bS5—zx x+15
i "2 3 6
4r—1 5—x 2x—3 x+15
1 T3 S 3 6
3(dr—1)+4(5—=x) 62z —3)+2(x + 15)
12 = 12
120 —3+20—4x 12z — 18 + 22 + 30
<
7 ¥
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multiplicando por —1

17 — 4z < 22 + 12
—dr —2x <12 - 17
—6r < =5
6x > 5

5

T > =
6

S<r<w

332 ! 3x < (3 !
cq\2E - +m\(—x)§

Solucion:

- - ol D= - =

20 TS
3(10x — 1) + 60z 3 —=z
20 S92
30x—3+60x<3—x
20 - Z

90xr—3 33—z
<
10 1
90x — 3 < 10(3 + x)
90x — 3 < 30 + 10x
90x — 10 < 30+ 3

80z < 33

Inecuaciones cuadraticas. Una inecuacién cuadratica es una igualdad condicional, que reducida a su mas

_ 33
S — 00 < S —
. TSR0

simple expresion, tiene la forma:

Para determinar los valores de x que satisfacen las inecuaciones, se resuelven por el método de factorizacion,
se utiliza cuando el trinomio ax? + bz + ¢ es factorizable y su resolucién se basa en la aplicacion de la regla

>
0

Ny,
>
0

ar’ +bx+c>00azx?+br+c<0
donde a, b, c son nimeros reales y a # 0

de los signos para la multiplicacion y division.

i)a-b>0 «— [(a>0Ab>0)v (a<0Ab<0)]
it)a-b<0 «— [(a>0Ab<0)v(a<0Ab>0)]

4, 22 — 112 +28 <0

Solucion;
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z? — 11z +28 <0
(x—=7)(z—4)<0

(=720 A 2-4<0)v(x—7<0 A 2—420)
ve<T v z=4)

r<7

(x=7 A x<4)

8
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5. z(3x +2) > (z + 2)?

Solucion;
z(3z +2) > (x + 2)?

322+ 22 > 22 +4x + 4> (v +2)2
302 — a2+ 22 —4r—4>0
202 —2r —4>0
> —2x—-2>0
(x=2)(z+1)>0
(z—=2>0v z+1>0)A(z—2<0 v 2+1<0)
(x>2 va>-1)aA(z<2 v z<-1)

x> 2 r<—1
T <2

z>—-1 > ]

(o
N O

o
o
\

<
4
] Y

I

8
|
(Yo
8

ze[(—o<z<-1)u(2<z<m)]
Inecuaciones racionales. Una inecuacién racional es una desigualdad condicional que reducida a su mas

simple expresion tiene la forma:

Pl) >0o0 P) <0

Q(z) Q(x)

donde P(z) y Q(x) son monomios, binomios o polinomios no nulos con coeficientes reales.

Primer caso. Las ecuacines racionales tienen la forma:
ar+b ar+b

>0 <0
cr+d ycz+d

de modo que puede aplicarse la regla de los signos para la multiplicacién para su solucién.

i) 250 <« [(a>0Ab>0)v(a<0Ab<0)]

b
w)%<o s [(@a>0Ab<0)v(a<0nbs>0)]
3z + 8
> -2
z—1
Solucion;
3z +8
> —
r—1
3z + 8
+2=20
z—1
3w +8+2(x—1)
>0
z—1
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3r+8+2x—2

=

r—1

5 + 6
=0

x—1

Bbr+6=20 A 2—1>0)v(Br+6<0 A 2—1<0)

6 =l r<—2
T=—z ———— «— r<l1
< ; ! v ) 3 >
—0 -2 1 o0 —0 -2 1 o0
—oo<x<—g l1<zr<®
< 5 0 >
—0 -5 1 o0
6
x € foo<x<—g u(l <z <o)
2+ 3
7. 270
rz—4
Solucion;
20+ 3
<
z—4
2x + 3
-1<0
z—4
20 +3—(z—4) 0
x—4 h
20 +3—x+4
<
x—4
x+7<0
r—4
4+720 A 2-4<0)v(@+7<0 Az—4>0)
(x=2-T A az<4d)v(@<-T7 rx>4)
<4
e =7 T < -7 T >4
i 5 e D— | —
P -7 T<e<a 4 ®© —® -7 1] 4 ®©

xe(-7T<x<4)
Segundo caso. Cuando la inecuacion tiene la forma:
ar?® +bx + ¢ ar?® +bx + ¢
—— >0y ———— <
dz? +ex+ f dz? +ex+ f

Si ambos trinomios tienen raices reales y distintos, entonces la inecuacién equivalente se transforma en una

inecuaciéon polinémica.

Resolucion grafica de inecuaciones en R. Cuando realizamos el estudio de la técnica para resolver
inecuaciones cuadraticas y racionales, estas se pueden resolver en forma sencilla aplicando la regla de los

signos (tanto para la multiplicacion y division).
i)a-b>0 «— [(a>0Ab>0)v(a<0Ab<0)]
W) a-b<0 «— [(a>0Ab<0)v(a<0Ab>0)]

i) 250 e [(a>0Ab>0)v(a<0Ab<0
b

w)%<o e [@>0Ab<0)v(@a<0Arb>0)]

Si el producto consiste en tres o més factores lineales, la aplicacion de esta regla se muy dificil y complicado
por el mayor nimero de alternaticas que se presentan. Para evitar esta dificultad un método de resolver
inecuaciones en R haciendo uso de la representacion grafica de los numeros reales en la recta real, consiste

en lo siguiente:
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1) Dada una inecuacion R, se descompone en factores lineales dandole la forma: ab > 0 o ab < 0.

2) Se resuelve la ecuacion ab = 0 «—— a =0 A b = 0. (Las raices de esta ecuacion se llaman valores o
puntos criticos de la inecuacion).

3) Se ubican los puntos criticos en la recta real, determinando en ellos los intervalos de variacion, luego se
estudia el signo de cada factor en dichos intervalos, por el criterio siguiente: Por ejemplo si ¢ es un punto
critico:

A la derechade ¢, VzeR: 2> ¢ — (v —c¢) > 0, se escribe (+),

A la izquierdade ¢, Vz e R: x < ¢ — (z — ¢) <0, se escribe (—).

(=)
x<c
(x—c)<c

(+)

T >c
(x—¢c)>0

e S

4) se determina el signo de cada intervalo multiplicando verticalmente los signos de cada factor. El resultado
se ubica en la recta real.

5) Segun sea el sentido de la desigualdad se eligen el o los intervalos que constituiran el conjunto solucion.
Si la inecaucion es de la forma P(z) > 0, el conjunto solucion estara dado por la unién de los intervalos donde
aparece le signo (+).

Si la inecaucion es de la forma P(z) < 0, el conjunto solucion estara dado por la union de los intervalos donde
aparece le signo (—).

En los ejercicios siguientes resolver la inecuacion dada. Representar la solucién sobre una recta real y expresar
el resultado como un intervalo o unién de intervalos:

8 z*—3x3 — 1522+ 192+ 30 <0

Solucion:
1)
1 -3 -15 19 30
—1 -1 4 11 —-30
1 -4 -11 30 0
2 2 —4 =30
1 -2 -15 0
-3 -3 15
1 -5 0
2)
2t —32% — 1522 + 192+ 30 = (z + 1) (2 — 2)(z + 3)(z — 5)
2t =323 — 1522 4+ 192+ 30 < 0
(z+1)(x—2)(x+3)(x—5) <0
(z+D(x—-2)(x+3)(x—5)=0
r+1=0 x2—2=0 x24+3=0 x-5=0
r=—1 r =2 r=-3 r=>5
3)
—wo<zr<-3 , -3<zr<-1 , -l1l<z<2 , 2<x <5 \ F<x <
b b b b >
—0 -3 —1 2 5 o0
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4)
(+) A (=) A (+) A (=) (+)
(z +3) By - + 2 L9 + *
(z+1) — - + + +
(z —2) — — + +
(z —5) —~ - - —~ +

5) Dado que P(x) < 0, el conjunto solucion lo conforman la uniéon de los intervalos con signo negativo (-),
esto es:

ze[(-3<z<-1)u(2<z<bi)

En el ejercicio siguiente resolver la inecuaciéon dada. Representar la solucién sobre una recta real y expresar
el resultado como un intervalo o unién de intervalos:

9. g% — 423 — 3224142 —-8>=0

Solucion:
1)
1 -4 -3 14 -8
-2 -2 12 18 8
1 -6 9 -4 0
4 4 =8 4
1 -2 1 0
1 1 -1
1 -1 0
2)
2t —42? - 32+ 4z -8 =(z+2)(z —4(z—1)(z - 1) = (z + 2)(z — 1)%(z — 4)
2t — 423 — 322 + 142 -8 =0
(x+2)(z—1)*(z—4) =0
(x+2)(x—1)%(x—4)=0
r4+2=0 (z—-12?=0 z-4=0
r=—-2 r=1 r =4
3)
—o<zr<—-2 ! —2<z<1l | 1<z <4 A< < —o
é ° ° >
—0 -2 1 4 0
4)
(+) : (=) : (=) : (+)
é ¢ & >
—0 —92 1 4 0
(x+2) - 1 + 1 + 1 +
(z —1)? + | + | + | +
(z—4) - : - : - : "
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5) Dado que P(z) = 0, el conjunto solucion lo conforman la unién de los intervalos con signo positivo (+),
esto es:

re[(ro<z<-2)ud <z <wn)u{l}]
Inecuaciones polinémicas. Las inecuaciones polindémicas tienen la forma:

P(z): apr™ + a1a™ P +agz™ % + ... +a"” >0

P(z): apz™ + a12" ! +agz" 2 + ..+ a" <0
y son llamados también inecuaciones de orden superior.
Para un polionomio de grado n , con coeficientes reales:

P(z) = apz™ + a12" ! + agx™ % + ... + a"
puede factorizarse de la formas:

P)=(x—r))(z—ra)(x —r3)..(x —rp_1)(z—1")
donde r,, son las raices reales (valores criticos de la inecuacion) de la ecuacion P(z) = 0 Tal que:
T <To<T3<..<Tp_1<Tp,
Si uno de los factores de P(x) es (z — r), entonces se dice que r es un cero o raiz de P(z) o que un valor
critico es un cero o raiz. Existen tres casos para resolver inecuaciones polinémicas:
Caso 1. La raices o ceros del polinomio P(x) son reales y diferentes, es decir:
Plx)=(x—r)(x—r2)(x—7r3)..(z —rp_1)(®—145)
donde
T <ry <13 <..<Tp_1<TmTy

Los pasos a seguir son los siguientes:
i) Se halla los valores criticos factorizando el polinomio P(x) y resolviendo la ecuacion P(z) = 0.
ii) Se ubican los valores criticos sobre la recta real y se sefialan los intervalos de variacion.
iii) Se anota son el signo (+) el altimo intervalo {r,, +o), luego en los demas intervalos se alterna los signos
(=), (+), (=), ... de derecha a izquierda.
iv) El conjunto solucion lo conforman la union de los intervalos con signo (+) si P(z) > 0, o la union de
interervalos con signo (—) si P(z) <0

P, (x) P, (x)
Q@ " Q)

nulos de grado n > 2 y m > 2 también puede ser resulto por el método de los valores criticos, teniendo
cuidado de restringir las raices de @, (z) = 0, es decir Q,,(z) # 0.

10. 2% —32% — 1522 + 192 + 30 < 0

Las inecuaciones racionales de la forma < 0 donde P,(z) y Qm(x) son polinomios no

Solucion:
1 -3 -15 19 30
-3 -3 8 -9 =30
1 -6 3 10 0
-1 -1 7 —10
1 -7 10 0
2 2 -10
1 -5 0
z* — 32 — 152 + 192 + 30 < 0
(z+3)(z+1)(z—2)(x—5) <0
(x+3)(z+1)(z—2)(x—5)=0
r+3=0 z+1=0 r—2=0 rT—95=
r=-3 r=-1 T =2 T=25
(+) : (=) : (+) : (=) : (+)
b & b b >
—0 3 1 2 ) o0
; 2<r<d P b<r <

3<r<-1 1 —l<az<2
1
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ze[(-3<z<—-1)u(2<z<bh)]

Caso II. Los factores de P,(x) son todos lineales y algunos ceros de multiplicidad multiple. Supongamos
que (z — r;) es el factor que se repite n veces, entonces puede ocurrir lo siguiente:

A) Si n es par, los signos de los intervalos donde figur r; son iguales, es decir, no son altermados.

entonces se elimina el factor (z — ;) y se trabaja con demas factores como el Caso I. Esto es, si:

a) (z—r)"(z—a)(x —b) >0 — (z—a)(x—0b) >0 (restriccion)

b) (x —7;)"(zx —a)(z —b) <0 — (r —a)(x —b) < 0 (restriccion)
c)(x—r)"(x—a)(z—0)20—>(r—a)(x—b)=00x=r;

d)(z—r)"(z—a)(z—-0)<0— (z—a)(x—b) <0ox=ry

Obsecérvese que en las desigualdades estrictas (> o <) se restringe la raiz = = r, lo contrario sucede con las
desigualdades no estrictas > o <.

Si m, es un nimero par, entonces al pasar por el punto x, el polinomio conserva su signo.
Si m, es un ntmero impar, entonces al pasar por el punto z; el polinomio cambia de signo.
11. (23 =522+ 72 —3)(2—2) =0

Solucion:
1 =5 7 -3
3 3 6 0
1T -2 1 0

(2® — 52% + Tz — 3)(2 —
(x—3)(2* =22+ 1)(—x + 2
—(z—3)(x —1)*(x —2
(x—3)(z —1)*(z —2

NV WV WV
o o o o

\/\/\./\/

(x—3)(z—1)*(z—2)=0
z—3=0 (x—12=0 x-2=0

r=3 r=1 Tz =2

(+) (=)

1<z<2

1
I
1
4
2
. 2<xr<3
1

———— - - - -

re(2<x<3)

B) Si m es impar, el factor (x — ;)™ tiene el mismo signo del factor (z — r;), en consecuencia, la inecuaciéon
se resuelve como el Caso I, esto es, si:

a) (x—r)"(x—a)(x—>b)>0—> (x—r;)(xr—a)(x—b) >0
b) (z—r)"(z—a)(x—b) <0 - (z—r;)(xr—a)(z—0) <0
12. (#3422 -92-9)(z—2)3<0

Solucion: (2 + 2% =92 — 9)(z — 2)3 <0
[2(z + 1) = 9(z + 1)](z = 2)* <0

(@+1)(@® = 9)(x—2)* <0

(z+1)(x—3)(z+3)(z—2)><0

(x+1)(z—3)(z+3)(z—2)?>=0
r+1=0 r—3=0 2+3=0 (x—2)3=0

z=-1 =3 T=-3 =2
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(+) (-) | (+) (-) | (+)
o)
—3<z<-1 _;1 “l<z<?

s
3

—00
2<x<3

B Ul

—o<r<-—3 ;
1

ze[(-3<ax<-1)u(2<z<3)]

Caso III. Cuando los factores de P(x) son lineales y cuadraticos, siendo los ceros del factor cuadrético no
reales. Siuno de los dos trinomios no tienen soluciones reales o tiene una raiz doble, es decir, si el discriminante
A =b%—4ac<0,0si A =b?—4ac=0, es decir:

Si b2 — 4ac < 0
sia >0, entonces ax?+br+c>0, VreR
sia <0, entonces ax?+br+c<0, VreR

13. (22 4+ 22 —3)(3x —4—2%) >0

Solucién:
(z° + 22 — 3)(335 —4—2?) >

) >
(x+3)(z—1)(—=x +39:f4)
—(z+3)(x—1)(z* — 3z +4) >

(z+3)(x—1)(2® =3z +4) <

Az(—3)2—4(1)(4)—>A=9—16—>A=—7

El factor cuadratico 22 — 3x + 4 no tiene raices reales (A < 0), por lo que 22 — 3z +4 > 0, Vx € R, podemos
precindir de este factor y analizar los signos de los intervalos de la inecuacién equivalente:

(z+3)(z—1)<0

(z+3)(z—1) =0

r+3=0 r—1=0
r= -3 r=1
(+) : (=) : (+)
PN A ~
U 4 V
- 3 3<x<l1 % l<z<o

—wo<z<-3 L
1
1

re(-3<z<l)

Intervalos. Si representamos la desigualdad a < b sobre una recta nemérica:
A B
x

—o0 a a<x<b b 0

Vemos que el punto A, que representa al ntimero a, esta a la izquierda del punto B que representa al nimero
b. Esto nos da una idea de que existe nimeros reales entre a y b o también que existen numeros antes de a y
depues de b (subconjuntos de R). si ocurre que a < x y & < b, esto se puede escribir como una desigualdad
continua de la siguiente manera:

a<x<b
A estos subconjuntos numeéricos en R, que estan definidos mediante la propiedad de sus elementos atis-
facenciertas desigualdades, se les denomina intervalos.

Intervalo abierto. (No estan incluidos los extremos a y b) {a;b) = {z € R|a < = < b}

T

O oO——— >
—o0 a a<z<b b 0

Intervalo cerrado. (Estan incluidos los extremos a y b) [a;b] = {z € R|a < x < b}
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QY

—0 a a<zr<b b

Intervalo semiabierto por la izquierda. {a;b] = {x € R|a < z < b}
z

O N
O >
—0 a a<x<b b o0

Intervalo semiabierto por la derecha. [a;b) = {z € Rla < z < b}
x

O
—© a g<r<b b oo
Intervalos infinitos.
a) {a;0) = {z € Rla < z < w0} o L >-
- a a<xr<® 0
b) [a;0) = {z € Rla < z < 0} = >
—o0 a a<xr<w® o0
c){(—mw;ay={xeR|—w <z <a} z o————————>
-0 —w<zr<a a 0
d) (~0ja]l = {reR|— 0 <z <a} z >
-0 —w<zxr<a a 0

La notacion oo, que se lee infinito, no es un namero real, sino un simbolo que se utilisa para indicar que a
partir de el niimero x hay ntimeros tan grandes como se quiera, por la derecha (—o0) o por la izquierda (—o0).

Operaciones con intervalos. Siendo los intervalos sobsonjuntos de los ntimeros reales, es posible relizar con
ellos las propiedades operativas de conjuntos, como son la interseccién, unioén, diferencia y complementacion.
1. Sean los intervalos A = (6;12) y B = (7,16]. Hallar a) Au B, b) An B c¢) A% y B

Solucion:

a)

0 A o
. B :
! @ i *
' | Au B : |
t é t t é t t é t t t ;—H
—0 4 7 12 16 0
AU B = {4;16] (Conjunto de elementos de A y B)
b)
0 A o
| B :
! Q@ i 4
! : AND : :
. O 1
i \”IJ i i dI) i i \”IJ . . . ;—¢—>
—0 4 7 12 16 0
A n B ={7;12) (Conjunto de elementos comunes de A y B)

10
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--}-o

|
|

Q

@
' B '

o -~

—_
[\

| é | | é | |
—0o0 4 7

A°® = (12;16] (es el conjunto de elementos que no pertenecen a A)
B¢ = (4;7) (es el conjunto de elementos que no pertenecen a B)

Aplicaciones de las desigualdades a economia.

14. Una compania que renta vehiculos ofrece dos planes para rentar un automévil.
Plan A: $30 por dia y 10¢ por milla

Plan B: $50 por dia y gratis millas recorridas ilimitadas

JPara qué valor de millas el plan B le hara ahorrar dinero?

Solucion:
Se pide el ntimero de millas para que el plan B le hara ahorrar dinero. Entonces:
x = nimero de millas recorridos por dia
La informacion en el problema se podria organizar como sigue:
En palabras en lenguaje algebraico
Nuamero de millaass «
Costoen el plan A 30+ 0.1z
Costo en el plan B 50

por condicién del problema
Costo del plan B < Costo del plan A
50 < 30 + 0.1z

1
5073O<1—0x

20 !
<E.’IJ
10-20 < x

200 <z

Por lo tanto, el Plan B ahorra dinero cuando se recorrer mas de 200 millas al dia.
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